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第1章 グラフとは

1.1 グラフの定義
グラフGとは, 有限集合 V とその 2元部分集合族E ⊂

(V
2

)
から決まる構造G = (V,E)である.

通常, X を小さな点で表し, {x, y} ∈ Eのとき xと yを線で結ぶことにより, Gをいくつかの点と
それを結んで得られる図形で表す. このとき, グラフの点を頂点といい, それを結ぶ線を辺という.
グラフGの頂点集合と辺集合を V (G)と E(G)で表す. 集合 Aの要素の個数を |A|で表す. 特に,
|V (G)| = 0であるグラフ Gを空グラフといい, |V (G)| = 1であるグラフ Gを自明なグラフとい
う. 2つのグラフG = (V, E)とG′ = (V ′, E′)が同型であるとは, (V, E)と (V ′, E′)が同じ構造を
持つことである1 . 例えば, 図 1.1は

V (G) = {a, b, c, d, e, f, g},
E(G) = {ab, ac, cb, cd, bd, dg, ge, gf}

なるグラフ Gを示している. (頂点 x, y ∈ V (G)に対して, それを結ぶ辺は V (G)の 2元部分集
合と定義されるので, {x, y} ⊂ V (G)と表さなくてはならないが, 表記を簡単にするため, 単に
xy ∈ E(G)と書く.)
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図 1.1: グラフG

問題 1.1 図 1.2の 12個のグラフの中で, 同型なグラフを挙げよ.

問題 1.2 4頂点からなる同型でないグラフをすべて挙げよ. (このような問題では, ある種の方向
性を持って場合を列挙する必要がある. この章の終わりに定義される補グラフを参照せよ.)

解答. 辺数に着目して列挙すると, 図 1.3のようになる. この際, k本の辺を持つグラフと 6 − k本
の辺を持つグラフに 1対 1対応があることを考えれば (k = 0, 1, 2, 3), 場合分けの数をずっと少な
くすることができる.

1 ちゃんというと, 全単射 φ : V → V ′ が存在し, 任意の u, v ∈ V に対して, uv ∈ E ⇐⇒ φ(u)φ(v) ∈ E′ が成り立
つことである. この写像 φを φ : G → G′ と書き, Gと G′ の同型写像という.
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図 1.2: 同型なグラフはどれか
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図 1.3: 4頂点からなるすべてのグラフ

グラフは, 有限集合 V とその 2元部分集合族からなるので, どの 2頂点も高々1本の辺で結ばれ,
どの辺の両端点も異なっている. しかしながら, そうでない広義のグラフを考えることがあり, そ
れらを多重グラフという. 多重辺とは同じ頂点対を結ぶ複数本の辺であり, ループとは自分自身
を結ぶ辺のことである. 多重辺もループも持たないグラフを単純グラフという. 頂点 vに隣接す
る頂点を vの近傍といい, vの近傍全体からなる集合をNG(v)と表す. グラフ Gの頂点 vに接続
する辺の本数を次数といい, degG(v)で表す. 次数が偶数の頂点を偶点といい, 奇次数の頂点を奇
点という. 特に, 次数 0の頂点を孤立点という. グラフGが単純なら, degG(v) = |NG(v)|である.
グラフGの中の次数の最大値と最小値を最大次数と最小次数といい, ∆(G)と δ(G)で表す. 特に,
∆(G) = δ(G) = k のとき, Gは正則, または, k-正則であるという.
隣接する 2点が異なる色を持つように頂点全体を 2色 (白と黒)で塗ることができるグラフを 2

部グラフという (図 1.4参照). 同色で塗られた頂点集合を部集合という. 部集合X, Y を持つ 2部
グラフをGをG = (X, Y )と表す.
すべての点対が結ばれたn点のグラフを完全グラフといい, Knと表す. グラフ中の経路を歩道と

いい, 閉じた歩道を閉歩道という. すべての頂点が異なる歩道を道, またはパスといい, すべての頂
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図 1.4: |X| = |Y | = 4なる 2部グラフG = (X,Y )

点が異なる閉歩道を閉路, またはサイクルという (図 1.5参照). 閉路の長さの偶奇性によって, 偶
閉路や奇閉路という.
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図 1.5: 完全グラフK6とサイクル C6

命題 1.3 最小次数 2以上の任意のグラフは閉路を含む.

解答. Gを最小次数 2以上のグラフとし，v0を任意の頂点とする．ここで，v0のある近傍を v1と
おく．そして，viの近傍で vi−1でないものを vi+1とおく．（このとき，viの次数は 2以上であるか
ら，vi+1が常に選べることに注意せよ．）この操作を i = 1, 2, . . .について行うことにより，Gに歩
道W = v0v1v2 · · ·を取ることができる．Gは有限グラフなので，ある異なる i, j (|i− j| ≥ 3)に対
して，vi = vj となる．このとき，|i − j|を最小に選ぶことにより，vivi+1 · · · vj は閉路となる．

グラフが連結であるとは, 任意の 2頂点を結ぶパスが存在することである. グラフGが連結でな
いとき, Gのそれぞれの連結な部分グラフを連結成分という. Gの連結成分の個数を連結成分数と
いい, ω(G)で表す.
閉路を含まない連結グラフを木という. 道は木であるし，命題 1.3より，2頂点以上の任意の木

は次数 1の頂点を持つことがわかる.

命題 1.4 n頂点の木の辺数は n − 1である．

解答. T を n頂点の木とし，nに関する帰納法を用いる．n = 1のとき，T は 1頂点のみのグラフ
であり，辺数は 0となり，命題は成立する．n ≥ 2のとき，命題 1.3により，T は次数 1の頂点 v

を持つ．このとき，グラフ T ′ = T − vは連結，かつ，閉路を持たないことに注意せよ．ゆえに，
T ′は n− 1頂点の木となりから，帰納法の仮定より，辺数は (n− 1)− 1 = n− 2となる．したがっ
て，T の辺数は n − 1となる．
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問題 1.5 6頂点以下の木をすべて挙げよ.

解答. 例えば，グラフ中の最も長い道の長さに着目することにより, 図 1.6のように列挙すること
ができる.
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図 1.6: 6頂点からなるすべての木

グラフGの 2頂点 x, yに対して, xと yを結ぶパスの長さの最小値をGにおける xと yの距離と
いい, d(x, y), または dG(x, y)と表す. グラフGの直径 d(G)とは

d(G) = max{d(x, y) : x, y ∈ V (G)}

と定義される.
グラフ G = (V, E)に対して, V ′ ⊂ V , E′ ⊂ E を満たすグラフ G′ = (V ′, E′)を Gの部分グラ

フという. 特に, V = V ′のとき, G′は全域部分グラフと呼ばれる. また, 木である全域部分グラフ
を全域木という. グラフGが全域木を持つとき, Gは必ず連結である. Gに対して, S ⊂ V (G)を
固定する. Sによって誘導される部分グラフ, または, Sによる誘導部分グラフ (〈S〉で表す)は, 次
のように定義されるものである:

V (〈S〉) = S

E(〈S〉) = {uv ∈ E(G) : u, v ∈ S}.

特に, V (G)による誘導部分グラフ 〈V (G)〉はG自身である.
グラフ Gが平面に埋め込まれているとき, すなわち, Gが辺の交差なく平面に描かれていると

き, このようなグラフを平面グラフという. F (G)によりGの面の集合を表す. (Gの面とは, 平面
から Gを除いたときに生じる連結領域である.) 外側の非有界領域を外領域, または, 無限面とい
い, それ以外の面を有限面という. 平面グラフとして, 平面に実現できるグラフを平面的グラフと
いう. 平面グラフにおいて, 辺数が極大なものを極大平面グラフという.

命題 1.6 極大平面グラフの各面は三角形である.

1.2 グラフ理論の基本定理?

数学のいろいろな分野の中には, その分野の基本定理を持つものがある. グラフ理論には, 特に
そのようなものはないが, この章では, それに値すると思われる定理とその応用について述べる.
次の命題と系が基本定理 (?)である.

命題 1.7 (握手補題) 任意のグラフにおいて, 次数の総和は辺数の 2倍に等しい.

6



証明. グラフにおいて, 各頂点の次数をすべて足す. すると, 各辺はちょうど 2回ずつ数えられた
ことになる.

系 1.8 (奇点定理) 任意のグラフにおいて, 次数が奇数の点 (奇点)は偶数個存在する.

証明. 握手補題より, 次数の合計は偶数である. 奇次数の頂点が奇数個あれば, 次数の合計が奇数
になってしまう. これは矛盾である.

以下では, 奇点定理の応用例を紹介する. 偶奇性の議論により, 驚くような事実をたくさん証明
できることがわかるだろう.

命題 1.9 外領域が奇角形であり, 有限面がすべて偶角形の平面グラフは存在しないことを証明せよ.

証明をする前に,平面グラフGの双対グラフG∗を次のように定義する. まず, Gの各面 f ∈ F (G)
の中心の頂点 vf を置く. そして, f と f ′が辺 eを共有するとき, vf と vf ′ を eを横切る辺 e∗によ
り結ぶ. このように得られるグラフがG∗である2 (図 1.7参照). 定義より, (G∗)∗ = Gである.
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図 1.7: 双対グラフG∗

命題 1.9の証明. 外領域が奇角形で, すべての有限面が偶角形の平面グラフが存在すると仮定し,
それをGとする. そして, Gの双対グラフG∗を考える. G∗において, Gの外領域 F に対応する頂
点の次数は奇数であり, Gのすべての有限面に対応する頂点の次数は偶数である. これは, 奇点定
理に反する. したがって, そのようなGは存在しない.

命題 1.10 極大平面グラフ (外領域も有限面もすべて三角形の平面グラフ)の外領域の 3点に順に
番号 1, 2, 3を与える (図 1.8参照). どのように内点に 1, 2, 3を与えても, 境界上に 1, 2, 3がすべて
現われている三角形が生じることを証明せよ.

証明. 極大平面グラフGの外側の頂点に 1,2,3すべてを, 内側に頂点にも 1,2,3を適当に与える. こ
のとき, 次のようにして, G∗の全域部分グラフH を定義する: 辺 eを共有するGの面 f, f ′に対し
て, eの端点が異なる数 i, jを持っているときのみ, vf と vf ′ を辺で結ぶ. 面 f の境界では, 1, 2, 3
のすべてが現れる場合, 2つの数が現れる場合, すべての数が同一である場合のいずれかの状況が
起こっており (i, j, k ∈ {1, 2, 3}は相異なる数である), 対応する頂点 vf のH での次数はそれぞれ
3, 2, 0となる:

2 G∗ は V (G∗) = F (G) となるグラフであり, G が単純だからといって, G∗ は必ずしも単純にならない. 特に,
|E(G)| = |E(G∗)|である.
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図 1.8: 外側の頂点に 1, 2, 3が与えられた極大平面グラフ
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外領域 F には 3つの異なる数が現れているので, degH(vF ) = 3である. ここで, もし有限面
の境界に 1, 2, 3のすべてが現れるものがないと, すべての有限面 f に対応する頂点 vf に対して,
degH(vf ) = 0, 2である. H において, vF のみが奇次数を持つことになり, H が奇点定理を満たさ
ない. これは矛盾であり, 有限面にはその境界に 1, 2, 3のすべてが現れるものが存在する.

1.3 次数列について
グラフGの次数を並べたものをGの次数列という. 前節で触れたように, 奇点定理により, 次数

をすべて加えると必ず偶数になるはずである. 逆に, 奇点定理を満たす非負整数列を勝手に与えた
とき, それを次数列とするようなグラフは常に存在するといえるだろうか. この節では, この問題
について考える.
整数列 d = (d1, d2, . . . , dn)を次数列とするグラフが存在するとき, dはグラフ的であるという.

ここで, 扱うグラフは単純であること, すなわち, 多重辺やループを持たないことを強調しておく.
なぜなら, 次の命題が成り立つからである:

命題 1.11 和が偶数である任意の非負整数列 d = (d1, d2, . . . , dn)を次数列とする多重グラフが存
在する.

証明. d1, . . . , dnのすべてが偶数のとき, 頂点 viに di
2 本のループを接続させればよい. そうでない

場合, 一般性を失うことなく d1, d2, . . . , d2hが奇数としてよい. このとき, 数列 d′ = (d′1, . . . , d
′
n),

ただし,

d′i =

{
di − 1 (i = 1, . . . , 2h)
di (i = 2h + 1, . . . , n),

は偶数のみからなる. 上の構成により, deg(vi) = d′iなる多重グラフが得られるので, それに h本
の辺 v1v2, v3v4, . . . , v2h−1v2hを加えることにより, 図 1.9のように次数列 dの多重グラフが得られ
る.
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図 1.9: 次数列 dの多重グラフ

整数列がグラフ的かどうかを, 単純グラフに限定して考えることにする. その前に, 単純グラフ
の次数列の性質を少し紹介する.

命題 1.12 任意のグラフGにおいて, 次数の等しい 2点が存在する.

この命題は次のように言い換えられる: 教室に n人の学生がいる. 1人ひとりに, この中に何人
友達がいるか尋ねたら, 必ず, 友人の数が等しい学生が 2人以上いる. ただし, 自分自身は自分の友
人でなく, 友人関係は対称であるとする (すなわち, AがBの友人であれば, BもAの友人である).

命題 1.12の証明. Gの頂点集合を {v1, . . . , vn}とし, すべての頂点の次数が異なると仮定する. 自
分自身を結ぶ辺は存在しないので,

n − 1 ≥ deg(v1) > deg(v2) > · · · > deg(vn) ≥ 0

である. このとき, 明らかに

(deg(v1), deg(v2), . . . ,deg(vn−1), deg(vn)) = (n − 1, n − 2, . . . , 1, 0)

である. deg(v1) = n − 1と deg(vn) = 0は両立しないので, これは矛盾である. したがって, ある
2点は次数が等しいことになる.

命題 1.12により, n頂点からなるグラフのすべての頂点の次数が異なることはできない. しか
し, 次の問題では, 1つの頂点以外はすべての次数が異なることあり, ある条件をつければ, そのグ
ラフが一意的に定まることを意味している. これは, グラフを使うと, 難しそうな問題が一発で解
けるという例として, よく紹介されている.

問題 1.13 3組の夫婦からなる 6人の間で握手を数回交わした. 私以外の握手の回数はすべて異な
り, 同じ夫婦間では握手をしなかったとする. このとき, 私の配偶者の握手の回数は何回か.

問題 1.13は次の問題と同じである.

問題 1.14 6頂点のグラフがあり, その頂点を a, a′, b, b′, c, c′ とする. aa′, bb′, cc′ /∈ E(G)であり,
頂点 a以外のすべての次数は異なっている. このとき, 頂点 a′の次数を求めよ.

解答. どの頂点にも非隣接な点が存在するので, a以外の頂点の次数は 0, 1, 2, 3, 4である. 次数 4
の頂点は次数 0の頂点以外にはすべて隣接しているので, 次数 0と次数 4の点が b, b′であるとして
よい. (図 1.10左参照.)
図 1.10左において, 次数 3と次数 2の頂点を作るために辺を追加しなければならない. しかし,

次数 0, 1, 4の頂点には辺を結ぶことはできない. 辺の追加の方法は一意的であり,図 1.10右が得ら
れる. 次数 3の頂点の非隣接な点は次数 1の頂点であり, これらを c, c′と置いてよい. したがって,
a′の次数は 2であることがわかる.

問題 1.14を以下のように拡張せよ.
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図 1.10: 6頂点グラフの決定

問題 1.15 2k頂点のグラフがあり, その頂点を a1, b1, a2, b2, . . . , ak, bk とする. すべての iに対し
て, aibi /∈ E(G)であり, 頂点 a1以外のすべての次数は異なっている. このとき, 頂点 b1の次数を
求めよ.

この節の最後に, 整数列がグラフ的となる必要十分条件を与える. これは, 与えられた整数列が
グラフ的かどうかを再帰的に判定するアルゴリズムを与えるものである.

定理 1.16 整数列 d = (d1, d2, . . . , dn), ただし, d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn, がグラフ的であるための必要
十分条件は,

d′ = (d2 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn)

がグラフ的であることである.

証明. 次数列 d′を持つグラフG′が存在すれば, 新しい頂点を次数 d2 − 1, . . . , dd1+1 − 1の頂点に
辺で結ぶことにより, 次数列 dのグラフGが構成できる.
一方, Gを dを実現するグラフとし, viを次数 diの頂点とする.

kG = |NG(v1) ∩ {vd1+2, . . . , vn}|

とおく. kG = 0のとき,すなわち, v1が v2, v3, . . . , vd1+1に隣接しているとき, Gから v1を除去して
得られたグラフの次数列が d′になる. そこで, kG > 0とする. このとき, 2 ≤ i ≤ d1 +1 < j ≤ nな
るある (i, j)に対して, v1は viと隣接せず, vj と隣接している. deg(vi) ≥ deg(vj) ≥ 1であるから,
viの近傍には vjと隣接しないもの (xとする)が存在する. グラフ G̃ = G−{vix, v1vj}∪{v1vi, vjx}
を考えると, G̃の次数列は dとなり,

kG̃ = |NG̃(v1) ∩ {vd1+2, . . . , vn}| < kG

である. この変形を繰り返すことにより, 次数列 dであり, kG0 = 0を満たすグラフ G0が得られ
る.

上の証明の中では, kGという数に関する数学的帰納法が用いられている. (kG = 0が目標とする
状態であり, kG > 0ならば, kGが減らせることを証明している.) このように, 異なる 2つの状態
が, ある変形を繰り返して, 変形できることを証明するとき, その 2つの距離のようなものをうま
く定義して, それがいつでも減らせることを証明することは, このような問題における常套手段で
ある.
定理 1.16を使って, 次の整数列がグラフ的かどうか判定してみよう: (4, 4, 3, 2, 1), (4, 4, 3, 3, 2),

(5, 4, 3, 3, 2, 1), (2, 2, 2, 2, 1, 1).

• (4, 4, 3, 2, 1) → (3, 2, 1, 0) → (1, 0,−1) これはグラフ的でない.
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• (4, 4, 3, 3, 2) → (3, 2, 2, 1) → (1, 1, 0) → (0, 0) これはグラフ的である.

• (5, 4, 3, 3, 2, 1) → (3, 2, 2, 1, 0) → (1, 1, 0, 0) → (0, 0, 0) これはグラフ的である.

• (2, 2, 2, 2, 1, 1) → (1, 1, 2, 1, 1) = (2, 1, 1, 1, 1) → (0, 0, 1, 1) = (1, 1, 0, 0) → (0, 0, 0) これはグ
ラフ的である.

注意すべきことは, 定理 1.16を適用する際, 整数列を非増加順序に並べておく必要があることで
ある. 最初の 3つの場合は自動的に非増加順序が保たれたが, 最後の数列の場合, 非増加順序への
並べ替えを怠ると判定を間違ってしまう.

1.4 完全グラフ
この節では, 完全グラフについていろいろ考えてみることにする. 完全グラフの定義はすでに第

1.1節で与えている.

命題 1.17 完全グラフKnの辺数は
(n
2

)
=
∑n−1

i=1 i = n(n−1)
2 である. (ただし,

(n
k

)
は 2項係数3 で

あり, n個から k個を選ぶ選び方の総数である.)

証明. 証明 (1). どの 2点も辺で結ばれているので, Knの辺数は
(n
2

)
= 1

2n(n − 1)である.

証明 (2). n個の頂点はすべて次数 n− 1である. したがって, 握手補題 1.13より, 辺数は 1
2n(n− 1)

である.

証明 (3). K1の辺数は 0, K2の辺数は 0 + 1, · · ·, Kn−1の辺数は 1 + · · · + (n − 2), KnはKn−1の
すべての頂点に新しい頂点を結んでできるので, Kn の辺数は (0 + 1 + · · · + (n − 2)) + n − 1 =∑n−1

k=1 = 1
2n(n − 1)である.

問題 1.18 完全グラフKnの中の長さ 3の閉路 C3の総数を求めよ. また, C4の総数と C5の総数
を求めよ.

解答. 頂点を 3つ選べば, ただ 1つのC3が決定されるので, C3の総数は
(n
3

)
である. 整数 k ≤ nに

対して, Knの中の Ckの総数を求める. Knから k頂点選んで, その円順列の総数は
(n
k

)
× (k − 1)!

である. 円順列の反対周りも同一の閉路に対応するので, Ckの総数は

1
2

(
n

k

)
(k − 1) =

n!
2k(n − k)!

である.

問題 1.19 n1, n2(n1 ≥ n2)を n1 +n2 = 30なる非負整数であるとする. このとき,
(n1

2

)
+
(n2

2

)
が最

大となるのは, n1 = 30, n2 = 0のときであることを証明せよ. また, 非負整数 n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nk

が n1 + · · · + nk = nを満たすとき,
∑k

i=1

(ni
2

)
が最大になるのはどのようなときか.

解答. (解析的アプローチ) n1 + n2 = 30 (n1 ≥ n2 ≥ 0)であるから, n2 = 30 − n1 (15 ≤ n1 ≤ 30)
を代入して, (

n1

2

)
+

(
n2

2

)
=

1
2
n1(n1 − 1) +

1
2
n2(n2 − 1)

=
1
2
(n2

1 − n1 + (30 − n1)2 − (30 − n1))

= (n1 − 15)2 + 210.
3 高校では

(
n
k

)
= nCk と表していた.
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これは n1 = 30のときに最大値 435を取る. (途中計算は省略しているが, かなりの手間である.)

(離散的アプローチ)
(n1

2

)
+
(n2

2

)
は, 命題 1.17より, Kn1 の辺数とKn2 の辺数の和である. n2 ≥ 1

ならば, |E(Kn1+1)| + |E(Kn2−1)| > |E(Kn1)| + |E(Kn2)|であるから,
(n1

2

)
+
(n2

2

)
が最大ならば,

n1 = 30, n2 = 0である. 最大値は
(30

2

)
= 435である.

全く同じ議論により, Kn1 ∪Kn2 ∪· · ·∪Knk
の辺数が最大になるのは, n1 = n, n2 = · · · = nk = 0

のときであり, その最大値は
(n
2

)
である.

1.5 2部グラフ
まず, 与えられたグラフが 2部グラフであるための必要十分条件について述べる.

命題 1.20 グラフGが 2部グラフであるための必要十分条件は, Gが奇閉路を含まないことである.

証明. 2部グラフは同色が隣接しないように, 頂点全体が白と黒で塗れる.そして, 2部グラフの任
意の閉路は白と黒の頂点を交互に通過するので, その長さは偶数になる.
十分性は Gが連結のときについてのみ示せば十分である. グラフ Gの任意の頂点 v0を固定す

る. そして, 次のようにX,Y ⊂ V (G)を定める:

X = {u ∈ V (G) : dG(v0, u)が偶数 }
Y = {u ∈ V (G) : dG(v0, u)が奇数 }.

Gは連結なので, X ∪ Y = V (G)であり, また, 明らかに, X ∩ Y = ∅である. Gは 2部グラフでな
いので, x, x′ ∈ X に対して, xx′ ∈ E(G) (または, y, y′ ∈ V (G)に対して, yy′ ∈ E(G))であるとし
てよい. このとき, P = v0Px, xx′, x′P ′v0は長さ奇数の閉歩道である (ただし, P は v0と xを結ぶ
長さ偶数の道であり, P ′は v0と x′を結ぶ長さ偶数の道である.) P は閉路でないかもしれないが,
P には長さ奇数の道が含まれる.

命題 1.9と命題 1.20を組合せると, 次の定理が証明できる.

定理 1.21 平面を偶角形に分割するグラフは 2部グラフである.

証明. 平面を偶角形に分割するグラフGは 2部グラフでないと仮定する. すると, 命題 1.20によ
り, Gは奇閉路Cを持つ. しかしながら, 命題 1.9により, Cの内部は偶角形に分割できない. これ
は矛盾である.

同じような議論により, 次の命題が証明できる.

命題 1.22 外領域が 5角形, その他の面はすべて 3角形, かつ, すべての頂点の次数が偶数の平面
グラフは存在しない.

証明. 命題の条件を満たすグラフGが存在したと仮定する. すると, Gの次数はすべて偶数なので,
Gの双対グラフG∗の面はすべて偶角形である. したがって, 定理 1.21により, G∗は 2部グラフで
あり, G∗ = (X, Y )と表すことができる (X, Y はG∗の部集合である). さらに, G∗には次数 5の頂
点 vがただ 1つ存在し, 残りの頂点の次数はすべて 3である. 一般性を失うことなく, v ∈ X とし
てよい. このとき, Y に属す頂点の次数はすべて 3なので, Y からXに向かう辺の本数は 3の倍数
である. しかしながら, X には vがあるため, X から Y に向かう辺の本数は 3の倍数ではない. こ
れは矛盾である.
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次に, 立方体グラフについて述べる. 自然数 nに対して, グラフQnが n次元立方体グラフは次
のように定義される (図 1.11参照):

V (Qn) = {(a1, a2, . . . , an) : ai ∈ {0, 1}}
E(Qn) = {xy : dh(x, y) = 1, x, y ∈ V (Qn)},

ただし, x = (a1, . . . , an)と y = (b1, . . . , bn)に対して, x, yのハミング距離 dh(x, y)は dh(x, y) =
|{i : ai 6= bi}|のように定義される.
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図 1.11: n次元立方体グラフ

問題 1.23 立方体グラフQnについて, 次を証明せよ.

(i) |V (Qn)| = 2n,

(ii) |E(Qn)| = n2n−1,

(iii) d(Qn) = n,

(iv) Qnは 2部グラフであること.

証明. (i) 各頂点は (a1, a2, . . . , an)という形で与えられており, 各 aiは 0か 1なので.

(ii) 各頂点の次数は n である. (i) より, Qn の頂点数は 2n だから, 握手補題より, |E(Qn)| =
n × 2n/2 = n2n−1.

(iii) (0, 0, . . . , 0)と (1, 1, . . . , 1)のハミング距離は nであり, どの 2頂点間の距離は n以下である.

(iv) 各頂点 (a1, . . . , an)に対して, 値∑n
i=1 aiを考える. その値が偶数のものを黒に塗り, 奇数のも

のを白で塗る. 同色の頂点は隣接しないので, Qnは 2部グラフである.

問題 1.24 次の図は 4次元立方体グラフQ4である. 上のように, Q4の頂点全体に長さ 4の 0, 1の
列を与えよ.
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1.6 補グラフ
グラフGに対して, Gの補グラフGとは,

V (G) = V (G)

E(G) = {uv : uv /∈ E(G)}

を満たすものである. 明らかに, G = Gである. 特に, G = Gとなるグラフを自己補グラフという
(図 1.12参照). 1頂点からなるグラフは自己補グラフではないとする.

s s

s
s s
B
B
B
BB

�
�
�
��

�
�
�
��

Q
Q
Q
QQ

G
s s

s
s s�

�
�
�
�
�
��

L
L
L
L
L
L
LL

b
b
b
b
b
b
bb

"
"
"

"
"
"
""

G

図 1.12: 自己補グラフ C5

命題 1.25 任意のグラフGにおいて, GまたはGは連結である.

証明. グラフ Gが非連結のとき, Gが連結であることを示せばよい. Gの連結成分をH1, . . . , Hk

とおけば, Gは完全 k部グラフK|V (H1)|,...,|V (H)|を全域部分グラフとして含む. これは連結だから,
Gも連結である.

系 1.26 自己補グラフは連結である.

証明. 非連結な自己補グラフGが存在すれば, Gは命題 1.25を満たさない. 矛盾.

命題 1.27 n ≥ 2頂点の自己補グラフが存在するための必要十分条件は, n ≡ 0, 1 (mod 4)である.

証明. Gが自己補グラフなら, |E(G)| = |E(G)|である. また, 命題 1.17により, |E(G)|+ |E(G)| =
|E(Kn)| = 1

2n(n − 1)である. したがって, |E(G)| = 1
4n(n − 1)であり, これが整数になるために

は, n ≡ 0, 1 (mod 4)が必要である.
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図 1.13: 自己補グラフ構成法

十分性を示す. 頂点数 4の道 P4 = v1v2v3v4が自己補グラフになることは容易に確かめられる.
さらに, 図 1.12の C5は 5頂点の自己補グラフである. 今, n頂点の自己補グラフH が存在すると
き, n + 4頂点の自己補グラフが存在することを証明すればよい. P4の v2, v3からHのすべての頂
点に辺を結んで得られるグラフをK とすると, K は自己補グラフである (図 1.13参照).
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第2章 グラフの中の経路

グラフGのオイラー回路とはGの各辺をちょうど 1回ずつ通る閉歩道である. 一方, Gのハミ
ルトン閉路とは, Gのすべての頂点をちょうど 1回ずつ通る閉路である. この章では, グラフ中の
この 2種類の巡回的経路について述べる.

2.1 オイラー回路
ある図形が一筆描き可能とは, 一度, 鉛筆を紙に立てたならば, 鉛筆を離すことなく, かつ, 同じ

辺を 2度以上たどることなく, その図形が描ききれることである. このとき, 描かれた図形は点と
線からなるもの, いわゆるグラフ, である. グラフGが一筆描き可能であるとは, すべての辺をちょ
うど 1回ずつたどる歩道が存在することである.

t
t

t
t

t

t

t
t

t
t
t

t
t
t

t
t
t

図 2.1: 一筆描き可能か

次の定理はグラフがオイラー回路を持つ (すなわち, 始点と終点が一致するように一筆描きが可
能)ための必要十分条件をあたえるものである.

定理 2.1 グラフGがオイラー回路を持つための必要十分条件は, Gは連結であり, かつ, Gの各
頂点の次数が偶数であることである.

この定理から, 直ちに, 次の一筆描きの定理を導くことができる. これを定理 2.1の定理の証明
の後に示す.

定理 2.2 グラフGが一筆描き可能であるための必要十分条件は, Gは連結であり, かつ, Gの奇
点の数が 0か 2であることである.

定理 2.1の証明に入る. しかし, この定理において, 必要性と十分性のどちかが明らか考えて欲
しい. (しばしば, 間違う人がいる.)

定理 2.1の証明. 必要性は明らかである. グラフGがオイラー回路を持てば, まず, Gは連結であ
る. また, Gのすべての辺にオイラー回路に沿って矢印が付けられるので, 任意の頂点 vにおいて,
vを出発する矢印と vに到達する矢印の数は同じになる. したがって, vの次数は偶数である.
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十分性を証明する. Gの次数の総和に関する帰納法を用いる. Gが連結であり, かつ, すべての
頂点の次数が 2であれば, Gは閉路であり, 明らかに, オイラー回路を持つ. したがって, Gは次数
4以上の偶点を持つとする. Gの任意に固定された頂点 v0を出発し, 同一の辺は 2度以上たどらな
い歩道W を延ばせるだけ延ばす. まず, W は v0で終わることがわかる. なぜなら, それ以外の頂
点 vの次数は偶数なので, W が vに進入したら, vから退出する辺が常に残っているからである.
今, G′ = G − E(W )とおき, G′の自明でない連結成分をH1, . . . , Hkとする. 各Hiは連結である.
また, 各頂点に接続する辺において, W の使ったものは偶数本であるから, 各Hiのすべての頂点
の次数は偶数である. したがって, 帰納法の仮定により, Hiはオイラー回路Wiを持つ. 今, Gにお
いて, W1, . . . , Wk は交わりがなく, Gの任意の辺はW またはあるWiに含まれていることに注意
せよ. Gは連結なので, W と各Wiに共通に含まれる頂点 viを持つ. W 上に v1, . . . , vkはこの順で
現れるとしてよい. このとき, v0を出発し, W に沿って進む. そして, v1に到着したら, W1に沿っ
て進み, W1上で再び v1に到着したら, またW に沿って進むことにする. そして, W 上で v2に到
着したら, また同様の操作をW2に関して行う. これを繰り返し, 各 viでWiに乗り換えることに
より, W ∪ W1 ∪ · · · ∪ WkからGのオイラー回路を得ることができる.

定理 2.1 ⇒ 定理 2.2の証明. 定理 2.2を証明する. まず, グラフGが一筆描き可能ならば, その一
筆描きの経路の始点と終点が一致するかしないかによって, グラフの奇点の数が 0か 2になる.
一方, グラフGが連結であり, 奇点を持たなければ, 定理 2.1より, Gはオイラー回路を持ち, 始

点と終点が一致するように一筆描きが可能である. もし, Gがちょうど 2つの奇点 u, vを持つなら
ば, グラフG′ = G∪ uvのすべての次数は偶数になり, 定理 2.1により, G′はオイラー回路W を持
つ. Gの経路W − uvが u, vを結ぶGの一筆描きの経路である.

さて, 定理 2.1を強めてみよう. 定理 2.1により, 各頂点が偶次数の連結グラフはオイラー回路を
持つことが証明された. そのような平面グラフにおいては, なるべく自己交差 (すなわち, 自分自身
を横切ること)のないオイラー回路が見つけたい.

定理 2.3 Gを連結な平面グラフで, 各頂点の次数が偶数であるものとする. このとき, Gは自己
交差のないオイラー回路を持つ.

構成的な証明と帰納法による証明の 2通りを行う.

構成的な証明. Gの双対グラフG∗において, 各面が偶角形になっていることがわかる. したがっ
て, 定理 1.21より, G∗は 2部グラフである. ゆえに, Gの面全体を, 辺で接する面は互いに異なる
色を持つように, 2色 (白と黒とする)で塗れる.

B1, . . . , Bkを黒で塗られたG∗の面全体とする. 各Biの境界閉歩道を ∂Biと表す. すると, 任意
の辺 e ∈ E(G)はただ 1つの ∂Biにちょうど 1回だけ現れる.
グラフ Bを次のように定義する:

V (B) = Bi (i = 1, . . . , k)

E(B) = {BiBj : ∂Bi ∩ ∂Bj 6= ∅}.

Gは連結なので, Bも連結である. ゆえに, Bは全域木 TBを持つ.
BiBj ∈ E(B)なるBi, Bj に対して, 1つの頂点 vij ∈ ∂Bi ∩ ∂Bj を適当に選ぶ. 次のようにして,

∪k
i=1∂Biの中に求めるオイラー回路W を見つけることができる. 適当に番号を付け替えて, 全域木

TBは頂点B1から次数 1の頂点Biを次々と加えることにより得られるとしてよい (i = 2, . . . , k).
このとき, W1 = ∂B1 とする. また, Wi−1 がすでに定義されているとき, Wi−1 に ∂Bi を頂点

vli ∈ V (G) (ただし, BlBi ∈ E(TB)である)に沿って縫い付ける. Wi−1 ∪ ∂Biの中に自己交差を持
たない唯一の閉歩道が見つかる. それをWiとする.
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この手順により, 最終的に, Gの自己交差のないオイラー回路W = Wkが得られる.

帰納法による証明. Gが多重辺やループを持つ場合も同時に証明する. Gの辺数に関する帰納法を
用いる.

Gのすべての次数が 2ならば, 定理は明らかに成り立つ. ゆえに, Gは次数 4以上の頂点 vを持
つ. vに接続する辺を vのローテーションに関して e1, . . . , elとする (ただし, ei = vviとする). v

がGの切断点のときは, G − {e1, e2}が連結になるようにとれ. (もし, G − {e1, e2}が非連結なら,
G − {e2, e3}が連結になるから, そのように e1, e2を選ぶことができる.)
さて, グラフ G′ = (G−{e1, e2})∪ v1v2を考え, 自然に得られるG′の平面埋め込みを考える. G′

はGより辺数が少なく, また, 連結であり, 各頂点の次数は偶数だから, 帰納法の仮定により, 自己
交差のないオイラー回路W ′を持つ. W = (W ′ − v1v2)∪ {e1, e2}がGの自己交差のないオイラー
回路である.

この帰納法による証明は,平面性を無視すると,定理 2.1の簡単な証明になっていることがわかる.

2.2 ハミルトン閉路
前節では, グラフがオイラー回路を持つための必要十分条件を与えた. これは, かなり単純なも

のであった. その類推から, ハミルトン閉路の存在のための必要十分条件も, 同様に単純であると
思われるかもしれない. しかし, それは大違いである. それは, かなり見通しの暗い未解決問題で
ある.

問題 2.4 図 2.2のグラフがハミルトン閉路を持つかどうかを考えてみよう.

(i) (iii)(ii)
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図 2.2: ハミルトン閉路を持つか

問題 2.4要求される答は YESか NOである. しかしながら, YESの場合はある 1通りのたどり
方を示せばよいのに対し, NOの場合, いかなるたどり方をしても各頂点をちょうど 1回ずつたど
る閉路が存在しないことを証明しなければならない.

問題 2.4の (i)について. (i)はハミルトン閉路を持つ. しかし, (i)のハミルトン閉路を発見するの
は結構骨の折れる問題であろう. 読者に任せることにする. (たった 11頂点のグラフでもハミルト
ン閉路を探すのはたいへんなことがわかる.)

(ii)は格子形である. 次のようにして, 奇数×奇数の格子形はすべてハミルトン閉路を持たない
ことがわかる.
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t d t d t d t
d t d t d t d
t d t d t d t
d t d t d t d
t d t d t d t

格子形は上図のように, 隣接 2頂点が異なる色を持つように, 頂点全体が白と黒で塗れる. すな
わち, 2部グラフである. (この事実は定理 1.21からも導かれる.) このとき, 格子形グラフのすべて
の閉路は白頂点と黒頂点を交互に通過するので, このグラフがハミルトン閉路を持つならば, 白頂
点と黒頂点の個数が一致していなければならない. つまり, 次の命題が成り立つ.

命題 2.5 2部グラフG = (X, Y )がハミルトン閉路を持つならば, |X| = |Y |である.

問題 2.4の (ii)について. (ii)のグラフは 2部グラフである. そして, 命題 2.5により, 奇数×奇数
の格子形グラフの頂点数は奇数なので, 白頂点と黒頂点の個数が一致することはできない.

(iii)のグラフは奇閉路を含むので, (ii)と同様にハミルトン閉路が存在しないことを証明できそ
うにない. (iii)のハミルトン性を調べるために, グラフのタフネスという概念を紹介する. (そんな
ことをしなくても, 次数 2の頂点に着目すればよいが.)

tを非負実数とする. グラフ Gが, G − S が非連結になるような任意の S ⊂ V (G)について,
t ≤ |S|

ω(G−S) を満たすとき, Gは t-タフであるという. すなわち, 任意の s ≥ tに対して, Gが s-タ
フならば t-タフである.

t(G) = max{t : Gは t-タフ } = minS
|S|

ω(G − S)

をGのタフネスという. Gが非連結のとき, S = ∅に対して, |S|
ω(G−S) = 0であり, t(G) = 0である.

また, 完全グラフKmには ω(Km − S) > 1となる S ⊂ V (Km)は存在しないので, t(Km) = ∞と
定義する.
大雑把に言って, グラフGのタフネスが高いとは, 「グラフが切れにくい」ことを意味する. し

たがって, タフネスが高ければ, グラフの至るところに辺があることになり, 結果的に, ハミルトン
閉路を持ちやすい状況になっていると言える. グラフのタフネスが十分に高ければ, ハミルトン閉
路を持つことが予想されている.

命題 2.6 グラフGがハミルトン閉路を持つならば, Gは 1-タフである.

証明. Gが 1-タフでないと仮定する. このとき, ある S ⊂ V (G)に対して, Gから S を取り除い
たグラフ G − S の連結成分数は |S|より多い, すなわち, ω(G − S) > |S|. G − S の連結成分を
H1, . . . , Hk とするとき (k > |S|), どのHiとHj も Sの頂点を経由しない限り到達できないので,
すべてのH1, . . . , Hkのすべての頂点を通過するためには, |S|が足りないことになる. したがって,
Gはハミルトン閉路を持たない.

問題 2.4(iii)について. 図 2.2(iii)のグラフから次数 5の 3頂点を取り除いたグラフは, 4個の孤立
点からなるグラフである. したがって, このグラフは 1-タフでなく, 命題 2.6により, (iii)のグラフ
はハミルトン閉路を持たない.

ペテルセン・グラフ P (図 2.3参照)は明らかに 1-タフである. (P のタフネスが 4
3 でることを確

かめよ.) また, 以下の命題 2.7で示すように, P はハミルトン閉路を持たない. したがって, 命題
2.7により, 1-タフという条件はハミルトン閉路の存在に十分でないことがわかる.
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図 2.3: ペテルセン・グラフ

命題 2.7 ペテルセン・グラフはハミルトン閉路を持たない.

解答. ペテルセングラフ P の外側の五角形に含まれる 5頂点の集合を S = {s1, s2, s3, s4, s5}と
し, 内側の星型五角形の頂点の集合を T = {t1, t2, t3, t4, t5}とおく (ただし, すべての iについて
siti ∈ E(P )). P の任意のハミルトン閉路Cは, Sと T を結ぶ 5辺のうちの偶数本, すなわち, 2本
か 4本, を通ることになる. したがって, s1t1 ∈ E(C), s2t2 /∈ E(C)としてよい. これにより, C の
たどり方がほぼ決定される (3-正則なので, vに接続する 3辺 e1, e2, e3のうちの 1本, e1, がCに含
まれないなら, e2, e3の両方が C に含まれることになるので). 証明の残りは読者に残す.

一般には, ハミルトン閉路を持つための必要十分条件は難しく, 次の定理が最も有名な十分条件
である.

定理 2.8 (オア) 頂点数 n ≥ 3のグラフGが, 任意の非隣接 2頂点 u, v ∈ V (G)に対して,

deg(u) + deg(v) ≥ n

ならば, Gはハミルトン閉路を持つ.

証明. 背理法を用いる. 定理の条件を満たすがハミルトン閉路を持たない辺数が極大なグラフをG

とする. Gの極大性から, 非隣接 2頂点 u, v ∈ V (G)に対して, G ∪ {uv}はハミルトン閉路を持つ
ので, Gは uと vを結ぶハミルトン道 x1x2 · · ·xnを持つ (ただし u = x1, v = unであるとする).
ここで,

S = {xi : xi−1 ∈ N(v)}

とおくと, N(u) ∪ S ⊂ V (G) − {u}である. 一方, 定理の条件から

deg(u) + deg(v) = |N(u)| + |S| ≥ n

だから, N(u)と Sの元には重複がある. それを xk ∈ N(u) ∩ Sとおくと,

x1xkxk+1 · · ·xnxk−1xk−2 · · ·x2

がGのハミルトン閉路である. これはGの選び方に矛盾する.

この定理はハミルトン閉路を持つための非隣接 2頂点の次数和に関して, 最良の評価を与えてい
ることを示そう: 完全 2部グラフKm,m+1を考える. これは, 命題 2.5により, ハミルトン閉路を持
たない. Km,m+1の非隣接 2頂点は同じ部集合に属すので, 非隣接 2頂点の次数和の最小値は 2m

である. したがって, Km,m+1は任意の非隣接 2頂点 u, vに対して,

deg(u) + deg(v) ≥ 2m = |V (Km,m+1)| − 1
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であるが, ハミルトン閉路を持たない.
次の定理はオアの定理 2.8から直ちに得られる.

定理 2.9 (ディラク) 頂点数 n ≥ 3のグラフGが, 最小次数 δ(G) ≥ n
2 ならば, Gはハミルトン閉

路を持つ.

証明. Gの任意の頂点 vに対して, deg(v) ≥ n
2 であるから, Gの任意の非隣接 2頂点 u, vに対して,

deg(u) + deg(v) ≥ n
2 + n

2 = nである. したがって, 定理 2.8より, Gはハミルトン閉路を持つ.

同様に, Km,m+1を考えれば, 最小次数がちょうど n − 1であるハミルトン閉路を持たないグラ
フになっていることがわかる. したがって, 定理 2.9の最小次数の条件も最良であることがわかる.
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第3章 マッチング

3.1 2部グラフのマッチング
図 3.1の左は少々変形した 17畳の部屋Rを表している (1マスは半畳である). この部屋に 17枚

の畳を互いに重なり合うことなく, 敷き詰められるだろうか. 図 3.1の右はこの部屋の半畳に頂点
を対応させ, 隣接する半畳に対応する 2頂点を辺で結んで得られた 34頂点からなるグラフGRで
ある. 部屋 Rに畳が敷き詰められるということは, GRに互いに端点を共有しない 17本の辺集合
が取れることと同値である. GR は 2部グラフであり, 各辺は白と黒の頂点を結んでいるので, そ
のような辺集合が選べるためには, 白頂点と黒頂点の個数が等しくなければならない. しかしなが
ら, GRにおいてはそうでないので, GRにはそのようなうまい辺集合を取ることはできないし, 部
屋Rに畳を敷き詰めることはできないことがわかる.

c s c s cc s c s c ss c s c s cc s c s c ss c s c s cc s c s c

図 3.1: 部屋Rと対応するグラフGR

グラフGの辺 e, e′が独立であるとは, eと e′が端点を共有しないことである. 独立辺集合M ⊂
E(G)をマッチングという. 辺 uv ∈ M のとき, 頂点 u, vはM にマッチされている, または, M に
被覆されているという. |M |が最大のとき, M は最大マッチングという. M がすべての頂点を被覆
するとき (すなわち, すべての頂点にM に含まれた辺が接続するとき), M を完全マッチングとい
う. 明らかに, マッチングM が完全ならば最大である. しかしながら, その逆は成り立たない. 例
えば, グラフGの頂点数が奇数の場合, その最大マッチングはGの完全マッチングにはならない.
上の問題は, 与えられたグラフが完全マッチングを持つかどうかについての問題であり, その解

決に以下の事実を用いた.

命題 3.1 2部グラフG = (X, Y )が完全マッチングを持つならば, |X| = |Y |である.

一般に, 命題 3.1の逆は成り立たない.

問題 3.2 図 3.2のグラフGは完全マッチングを持つか.

問題 3.2の解答. (i), (ii)において, ある k個の黒頂点が k − 1個以下の白頂点としかペアになれな
い構造が発見できるはずである. そのような構造があれば, すべての黒頂点を白頂点とペアリング
するのは無理である.
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図 3.2: 完全マッチングを持つか

(iii)のグラフは, 定理 1.21より, 2部グラフとなる. 命題 3.1を満たしているか.

問題 3.2の (i), (ii)では, いくつかの黒頂点が少ない白頂点を取り合うという構造によって, 完全
マッチングを持たないことを結論できた. 次の定理は, 2部グラフの中の完全マッチングの存在に
は, そのような構造の有無が本質的であることを主張している.

定理 3.3 G = (X, Y )を 2部グラフとし, X, Y ⊂ V (G)をその部集合とする. グラフGがX を被
覆するマッチングを持つための必要十分条件は, 任意の S ⊂ X に対して,

|S| ≤ |NG(S)|

が成り立つことである. ただし, NG(S) =
∪

s∈S NG(s)である.

証明の前に, 少々準備を行う. Gをグラフとし, M ⊂ E(G)をマッチングとする. Gの道 P =
e1e2 · · · en(ただし ei ∈ E(G))において, M に含まれている辺と含まれていない辺が交互に繰り返
すとき, P はM の交互道という. 交互道 P = e1 · · · enの端点がM に被覆されていない場合,

M ′ = (M − E(P )) ∪ (E(P ) − M)

はGのマッチングになっており, |M ′| > |M |である. この操作をマッチングの交互道による拡大と
いう.

定理 3.3の証明. X の点をすべて被覆するマッチングがあれば, 任意の S ⊂ X に対して,

|NG(S)| ≥ |{y ∈ Y :ある s ∈ Sに対して, sy ∈ M}| = |S|

である. したがって, 必要性は明らかである.
十分性を示すために, Gの最大マッチングM が点 u ∈ X を被覆しなかったとする. このとき,

S = {x ∈ X : uと xを結ぶM の交互道が存在する }

とおく. 特に, uに対しても, uから長さ 0の交互道があると思えるので, u ∈ S とする. ここで,
S = {u, s1, . . . , sk}とおく. このとき, 各 si はM の辺に被覆されているので, 各 si は yi ∈ Y と
マッチされているとする. 今, ある s ∈ SからM にマッチされてないある y ∈ Y −{y1, . . . , yk}に
対して, sy ∈ E(G) − M が存在すれば, uと yを結ぶM に関する交互道で, uも yもM に被覆さ
れていないものを取ることができ, M を拡大することができる. そして, M の最大性に反する.
ゆえに, そのような syを取ることはできない. だから, NG(S) = {y1, . . . , yk}であり,

k + 1 = |S| > |NG(S)| = k

であり, 定理の条件に反する.
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系 3.4 (結婚定理) G = (X, Y )を |X| = |Y |なる 2部グラフとする. グラフGが完全マッチング
を持つための必要十分条件は, 任意の S ⊂ X に対して,

|S| ≤ |NG(S)|

が成り立つことである.

証明. 定理 3.3において, |X| = |Y |とせよ.

何人かの生徒がいくつものクラブ活動に重複して所属している状況を考えよう. その中で, 各ク
ラブから兼任することなく代表を選出したい. それが可能であるかどうかの条件が定理 3.3より得
られる.
すべての生徒の集合を Y とする. クラブの数がちょうど k個あり, 各クラブに属している生徒

の集合をAi ⊂ Y とする (i = 1, . . . , k). ここでの目標は, 集合族1 {A1, . . . , Ak}に対して, ai ∈ Ai

なる大きさ k の集合 {a1, . . . , ak} を選ぶことに他ならない. このような {a1, . . . , ak} を集合族
{A1, . . . , Ak}の個別代表系と呼ぶ.
グラフを用いる準備を行う. X = {A1, · · · , Ak}とする. そして, 生徒 a ∈ Y がクラブAi ∈ Xに

属しているとき, aと Aiを辺で結び, X と Y を部集合とする 2部グラフ B(X, Y ) = Gを構成す
る. このとき, X から個別代表系を選ぶことは, Gにおいて, X の頂点をすべて被覆するマッチン
グを見つけることに他ならない. したがって, 次の系が得られる.

系 3.5 集合族 {A1, . . . , Ak}が個別代表系を持つための必要十分条件は, A1, . . . , Akの任意の l個
の和集合が l個以上の要素を含むことである.

少々発展的な話題について考えてみる. 定理 3.3が各男性に 1人の女性を対応させられる条件を
与えたのに対して, 一夫多妻性の国ならどうだろうか (女性差別というなら, 男女を逆にすればよ
い). 次の定理は, 男性の集合Xの各男性が自分の欲しい奥さんの数を指定するとき (すなわち, 関
数 f : X → {0, 1, 2, . . .}が指定されている), 各男性が欲しい奥さんの数だけ奥さんをもらうこと
ができる条件を与えている.

定理 3.6 G = (X, Y )を 2部グラフとし, f : X → {0, 1, 2, . . .}を固定された関数とする. このと
き, Gの部分グラフH で, 条件

(i) V (H) ⊃ X,

(ii) 任意の x ∈ X に対して, degH(x) = f(x),

(iii) 任意の y ∈ Y に対して, y ∈ V (H)ならば, degH(y) = 1,

を満たすものが存在するための必要十分条件は, 任意の S ⊂ X に対して,∑
x∈S

f(x) ≤ |NG(S)|

が成り立つことである.

任意の x ∈ X に対して, f(x) = 1なる関数 f を考えれば,∑
x∈S

f(x) =
∑
x∈S

1 = |S|

であり, 定理 3.6は定理 3.3そのものである. 証明方針も定理 3.3と全く同様に行うことができる.
1 集合族とは, 集合を要素とする集合を意味する.
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第4章 平面グラフ

4.1 オイラーの公式
平面的グラフ (すなわち, 平面に辺の交差なく描けるグラフ)の頂点数と辺数との関係にはある

制約がある. さらに, 平面的グラフの固定された平面埋め込み, すなわち, 平面グラフにおいては,
次のような頂点数, 辺数, 面数の関係が成り立つ. (平面的グラフにおいては, どのような平面への
埋め込みに対しても, 面の数は不変であることもわかる.)

定理 4.1 (オイラーの公式) 連結な平面グラフGについて, 次の式が成り立つ:

|V (G)| − |E(G)| + |F (G)| = 2.

証明. 頂点数 nのグラフの辺数に関する帰納法による. 連結な平面グラフGにおいて, Gの辺数が
最小のとき, Gは木であり, 命題 1.4より, その辺数は n − 1である. 木が平面に埋め込まれている
ときの面数は 1であるから, n − (n − 1) + 1 = 2であり, 定理の主張は成り立つ.
|E(G)| ≥ nのとき, Gの中に全域木 T を固定し, e ∈ E(G) − E(T )とする. G′ = G − {e}とお

くと, G′は連結であるから, 帰納法の仮定により,

n − |(E(G′)| + |F (G′)| = 2

が成り立つ. ここで, G′ に辺 eを加えて Gを復元する. このとき, eの辺に沿った両側が同一
の面に属すれば, G′ において, eの両端点は異なる連結成分に含まれることになり, G′ が連結で
あることに反する. したがって, Gにおいて eの辺に沿った両側が異なる面に属すことになり,
|F (G)| = |F (G′)| + 1である. ゆえに,

n − |E(G)| + |F (G)| = n − (|E(G′)| + 1) + (|F (G′)| + 1) = 2

が成り立ち, 命題の証明が完結する.

命題 4.2 任意の平面グラフGに対して, 次が成り立つ:

|E(G)| ≤ 3|V (G)| − 6.

等号はGが極大平面グラフのときに成り立つ.

証明. Gの任意の面の境界閉歩道の長さは 3以上であるから,

3|F (G)| ≤ 2|E(G)|

である (等号はGが極大平面グラフであるときに成り立つ). これをオイラーの公式に代入し, |F (G)|
を消去すれば, 求める式を得る.

命題 4.3 任意の平面グラフは次数 5以下の点を少なくとも 4個持つ.
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証明. 命題 1.6により, Gに対角線を追加することによって, Gを極大平面グラフ G̃に変形できる.
Viを G̃の次数 iの頂点数であるとすると, すべての次数は 3以上だから, 握手補題により,∑

i=3,4,5,...

Vi = |V (G̃)|;
∑

i=3,4,5,...

iVi = 2|E(G̃)|.

一方, 定理 4.1により,
|V (G̃)| − |E(G̃)| + |F (G̃)| = 2.

G̃のすべての面は三角形だから, 2|E(G̃)| = 3|F (G̃)|であり,

2|E(G̃)| = 6|V (G̃)| − 12

が成り立つ1 . さらに, ∑
i=3,4,5 ...

iVi = 6
∑

i=3,4,5,...

Vi − 12.

ゆえに, ∑
i=3,4,5 ...

(6 − i)Vi = 12.

3V3 + 2V4 + V5 = 12 +
∑

i=7,8,...

(i − 6)Vi ≥ 12

3(V3 + V4 + V5) ≥ 3V3 + 2V4 + V5 ≥ 12

したがって, V3 + V4 + V5 ≥ 4である.
任意の頂点 v ∈ V (G)に関して, degG̃(v) ≥ degG(v)であるから, Gの次数 5以下の頂点数も 4

個以上である.

命題 4.4 三角形を含まない任意の平面グラフGは, E(G) ≤ 2|V (G)| − 4を満たし, 次数 3以下の
頂点を必ず持つことを証明せよ.

証明. Gは三角形を含まないので, 2|E(G)| ≥ 4|F (G)|である. これをオイラーの公式に代入して,
|F (G)|を消去すると, 求める式を得る. また, Gの平均次数 d̄は

d̄ =
2|E(G)|
|V (G)|

= 4 − 8
|V (G)|

< 4

である. ゆえに, Gは次数 3以下の頂点を持つ.

命題 4.5 K5とK3,3のどちらも平面的ではない.

証明. K5の頂点数と辺数はそれぞれ 5と 10である. これは, 命題 4.2に反する. K3,3の頂点数と
辺数はそれぞれ 6と 9である. K3,3は三角形を持たないことに注意すると, これは, 命題 4.4に反
する.

1 次数 5以下の頂点の存在のみなら, 極大平面グラフを考えることなく, 次のように証明できる: 命題 4.2より,∑
v∈V (G)

degG(v) = 2|E(G)| ≤ 6|V (G)| − 12.

Gの頂点の平均次数 d̄は

d̄ =

∑
v∈V (G)

degG(v)

|V (G)| =
2|E(G)|
|V (G)| ≤ 6 − 12

|V (G)| < 6

であり, 次数 5以下の頂点が存在する.
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4.2 正多面体
正多面体とは, 各面が正多角形であり, 各頂点に同数の面が集まっている凸多面体である. 凸多

面体は球面上のグラフと見ることができる. また, 球面上のグラフは, 任意に選んだ面を外領域と
するような平面グラフと見ることができる. 逆に, 平面グラフGの外領域を切り取り, Gの有限面
からなる 2-胞体に, 外領域に対応する 2-胞体を裏側から貼り付け, 多少ふくらみを持たせたものは,
球面上のグラフと見なすことができる. ただし, 2-胞体とは, {(x, y) : x2 + y2 < 1}に位相同型2

な空間である.
次の事実は簡単なオイラーの公式の計算から得られる. 正多面体に対応するグラフGについて,

Gも正則であるし, G∗も正則である.

定理 4.6 正多面体は表 4.1の 5種類しか存在しない.

証明. 正多面体の定義から, Gは各面が p角形である q-正則平面グラフであるとする. Gに 2角形
や次数 2の頂点があれば, P を平らな面により構成できないので, p, q ≥ 3である.

Gに対して, オイラーの公式が成り立つ:

|V (G)| − |E(G)| + |F (G)| = 2.

q|V (G)| = p|F (G)| = 2|E(G)|を代入して整理すると,

1
p

+
1
q
− 1

2
=

1
|E(G)|

· · · · · · (∗)

が得られる. (∗)は pと qに関して対称なので, p ≥ qとしてよい. q ≥ 4ならば, (∗)の左辺が正で
なくなるので, q = 3である. したがって,

1
p
− 1

6
=

1
|E(G)|

となり, これを満たす pは p = 3, 4, 5である. このとき, それぞれ |E(G)| = 6, 12, 30である. その
それぞれについて, 対応する正多面体が実際に構成できる. (表 4.1, 図 4.1参照.)

表 4.1: 正多面体

p q |E(G)| 多面体
3 3 6 正四面体
3 4 12 正八面体
4 3 12 正六面体
3 5 30 正二十面体
5 3 30 正十二面体

正四面体グラフと正八面体グラフは双対グラフの関係にあり, 正十二体グラフと正二十面体グラ
フも同様の関係になっていることがわかる.

定理 4.7 平面グラフGの全域木からなる集合 T (G)とG∗の全域木からなる集合 T ′(G)との間に
は全単射が存在する. (すなわち, |T (G)| = |T ′(G)|である.)

2 位相空間 X と Y が位相同型であるとは, 連続であり, 逆像もまた連続な写像 φ : X → Y が存在することである.
そのような写像 φを同相写像という.
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図 4.1: 正多面体グラフ

証明. Gの全域木 T を固定し, G∗の全域部分グラフ T ∗を次のように定める:

E(T ∗) = {e∗ : e /∈ E(T )}.

ただし, e ∈ E(T )に対する e∗ ∈ E(G∗)の定義については, 双対グラフの定義を参照せよ (命題
1.9). このとき, T ∗が連結で, 閉路を含まないことを証明すればよい.

T は木なので, T に対応する面は 1つである. したがって, Gの任意の 2つの面 F, F ′ ∈ F (G)は,
T の辺を横切ることなく, Gの面をたどって到達可能である. ゆえに, T ∗は連結である. T ∗が閉路
C∗を持つなら, T ∗において C∗の内側の面の F ∗と外側の面 F ′∗が存在する. F ∗と F ′∗は C∗を
横切ることなく, G∗の面をたどって到達不可能である. このことは T が非連結であることを意味
する. よって, T ∗ ⊂ G∗は全域木である.
さらに, G∗の双対グラフはG自身であり, 上の定義から (T ∗)∗ = T であることがわかる.

さて, 立方体の異なる展開図の総数を求めてみよう. ただし, 回転や裏返しで重なり合う展開図
は同じと見なすことする. (この手の問題を唐突に発問すると, どうやったらよいかわからないと
いう学生が多数現れる.) 何かある観点を設定して, 注意深く列挙するという態度が重要である. そ
の観点として, 展開図中の一直線に並ぶ正方形の個数に着目しよう. (何か別の観点は設定できる
のか?) 立方体の展開図 T の一直線に並んだ正方形の最大個数を `(T )と表す. 明らかに, 任意の T

に対して, 2 ≤ `(T ) ≤ 4である.

命題 4.8 図 4.2のように, 立方体の展開図は 11個存在する.

図 4.2の展開図 T について, `(T ) = 4なるものが 6個, `(T ) = 3なるものが 3個, `(T ) = 2な
るものが 1個である. また, 立方体の展開図 T を固定すると, 立方体グラフの双対グラフの全域木,
すなわち, 正八面対グラフの全域木がちょうど 1つ決まることがわかる (図 4.3参照). ここで, 正
八面体グラフ上で互いに重なり合う3 全域木は, 立方体の同一の展開図に対応していることに注
意せよ. また, 正八面体グラフの全域木を 1つ固定すると, それに対応する立方体の展開図が 1つ
決まる.
したがって, 上の考察により, 次の命題が成り立つ:
3 正八面体グラフ H の全域木の T, T ′ ⊂ H が重なり合うとは, T と T ′ の同型写像 σ : T → T ′ で, H の自己同型写

像に拡張できるものが存在することである.
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(1) (2) (3) (4) (5) (6)

(7) (8) (9) (10) (11)

図 4.2: 立方体のすべての展開図
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図 4.3: 立方体の展開図と正八面対グラフの全域木

命題 4.9 立方体の展開図の総数は正八面体グラフの互いに重なり合わない全域木の総数に等しい.

ここで, 定理 4.7を用いると, 立方体グラフと正八面体グラフは互いに双対グラフの関係にある
ので, 全域木の総数は等しい. そして, 正八面体グラフの全域木 T, T ′が互いに重なり合えば, 定理
4.7で対応させた立方体グラフの全域木 T ∗, T ′∗も立方体グラフの中で互いに重なり合うので, 次の
命題が得られる:

命題 4.10 正八面体グラフの互いに重ならない全域木の総数は, 立方体グラフの互いに重ならない
全域木の総数に等しい.

系 4.11 立方体の展開図の総数と正八面体の展開図の総数は一致する. また, 正二十面体と正十二
面体は同数の展開図を持つ.

証明. 正六面体Q, すなわち立方体, を展開することは, Qに対応するグラフの双対グラフG∗の全
域木を選ぶことである. したがって, 定理 4.7により, 互いに双対グラフの関係にある凸多面体の
展開図の総数は等しい.
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第5章 彩色問題

5.1 抽象グラフの彩色
グラフ Gの k-彩色とは, Gのどの隣接 2点も異なる色を持つような k色による Gの頂点の色

付けを意味する. グラフGが k-彩色可能であるとは, Gが k-彩色を持つことである. Gの染色数
χ(G)とは, Gの彩色に必要な最小色数である.

問題 5.1 次のグラフの染色数を求めよ. (注意. 染色数は最小色数なので, χ(G) = kと答えると
き, Gが k-彩色可能であり, かつ, (k − 1)-彩色可能でないことを証明しなければならない.)
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命題 5.2 辺数mのグラフGに対して, 次の式が成り立つ:

χ(G) ≤ 1 +
√

1 + 8m

2
.

(Gが完全グラフのとき, 等号が成り立つ.)

証明. Gの染色数を kとおき, V (G) = V1 ∪V2 ∪ · · ·∪Vk を V (G)の分割とする. ただし, 各 Viは色
iで塗られた頂点集合である (i = 1, . . . , k). 任意の相異なる i, jに対して, ある vi ∈ Viと vj ∈ Vj

が存在して, vivj ∈ E(G)である. そうでなければ, Vi ∪ Vj を同色で塗ることができ, χ(G) = kで
あることに反する. したがって,

m ≥
(

k

2

)
=

k(k − 1)
2

であり, これを kについて解けば, 命題に与えた式が得られる.

命題 5.3 任意のグラフGについて, χ(G) ≤ ∆(G) + 1である. 完全グラフと長さ奇数の閉路が等
号を満たす.

証明. グラフは単純であるとしてよい. 頂点数に関する帰納法を用いる. 頂点数が 1のとき, 最大
次数 0であり, 命題は成り立つ. 今, “∆(G) ≤ kならば, χ(G) ≤ k + 1である”を証明する. グラフ
Gの任意の点 vを取り除き, G′ = G− vとおく. ∆(G′) ≤ ∆(G) ≤ kだから, 帰納法の仮定により,
χ(G′) ≤ k + 1である. また, |NG(v)| ≤ kだから, たとえNG(v)に k色すべてが現れていても, v

に残りの 1色を使うことができる. したがって, χ(G) ≤ k + 1である.

ここで, グラフの彩色の応用を考えることにする. 図 5.1の左は交差点における車の進行方向を
示したものである. この交差点では, 図に示した以外に向かう車はないとする. この交差点に信号
を設置したい. そして, その信号の周期をなるべく小さくして, 効率良く車を流したい.
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図 5.1: 進行方向の関係とそのグラフ

そこで, 各進行方向を頂点で表し, それらが交わるときに辺で結ぶことにし, グラフGを構成す
る. (図 5.1の右図参照.) 交わらない進行経路の信号は同時に青にしてもよいが, 交わっている方向
の信号を同時に青にはできない. この事実を考えると, Gの隣接する頂点を異なる色で塗るGの色
付け, すなわちGの彩色, に対応する信号の設定が可能であることがわかる. したがって, 信号の
周期を χ(G)にするのが 1番効率的であり, それ以下にできない.

5.2 平面グラフの彩色
平面グラフの彩色に対して, 次の有名な定理がある. この定理は “四色定理1 ”と呼ばれている.

定理 5.4 (四色定理) 任意の平面地図は隣接する国が異なる色を持つように, 4色で塗り分けるこ
とができる.

これは平面グラフGの互いに辺で接する面を異なる色になるように, 面全体を 4色で塗り分け
られることを主張するものである. しかし, その双対グラフを考えると, 辺で接する 2つの国は隣
接した 2頂点に対応するので, 上の四色定理は次のグラフの頂点彩色の定理へと翻訳できる.

定理 5.5 (四色定理, アッペルとハーケン) 任意の平面グラフは 4-彩色可能である.

4色で塗ることはたいへん難しいが, 6色で塗れることなら, 直ちに示すことができる.

命題 5.6 任意の平面グラフは 6-彩色可能である.

解答. 頂点数に関する帰納法を用いる. 頂点数が 6以下のとき, 定理は成り立つ. 命題 4.3により,
任意の平面グラフはGは次数 5以下の頂点 vを持つ. 帰納法の仮定から, G−{v}は 6-彩色可能で
ある. Gにおける vの近傍は 5つ以下なので, 6色持っていれば, vにすべての近傍の色と異なる色
を塗ることができる.

命題 5.6の証明において, もう少し頑張れば, 色数を 1つ減らすことができる.

定理 5.7 任意の平面グラフは 5-彩色可能である.
1 1852年, フランシス・ガスリーはこの四色問題をケンブリッジの数学科の学生である弟に質問した. そして, 1878

年にケーリーがロンドン数学会にこの問題を提出し, 世に広まることになった. 1年後, ケンペが間違った証明を与え,
18年間信じられていた. しかし, その後ヒーウッドが間違いを指摘し, 五色定理を証明した. 終に 1977年, アッペルと
ハーケンにより, 四色定理は終に証明された. この定理の証明方針は単純であるが, その証明では, 1482個の場合分け
を潰すため, コンピュータを長い時間動かしている. 現在では, 同じアイデアによる, 短い証明も与えられているが, 依
然としてコンピュータが使われている.
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証明. 頂点数が少なければ明らかである. 平面グラフ Gは, 命題 4.3により, 次数 5以下の頂点 v

を持つ. 帰納法の仮定により, G′ = G−{v}は 5-彩色可能である. vの次数が 4以下なら, 命題 5.6
と同様にGの 5-彩色が構成できる. 唯一うまくいかない場合は, degG(v) = 5であり, かつ, vの近
傍 v1, v2, v3, v4, v5のすべてがG′の彩色において, 異なる色で塗られている場合である. このとき,
G′において頂点 viは色 iで塗られているとする (i = 1, 2, 3, 4, 5).
もし, G′の 5-彩色において, 頂点 v1の色を 3に塗りかえることができれば, 頂点 vに色 1を塗

ることができ, Gの 5-彩色が完成する. もし, v1が 3で塗られた頂点に隣接してなければ, v1を 3
で塗ることができる. したがって, v1は 3で塗られた頂点に隣接している. もしも, この 3で塗ら
れた頂点のすべてが 1で塗られた頂点に隣接していなければ, v1に塗られた色 1と, v1に隣接する
3で塗られた頂点の色を交換することにより, vに色 1を塗ることができる. したがって, このよう
な色の塗り替えができないのは, v, v1を通り, 3で塗られた頂点と 1で塗られた頂点を交互にたど
り v3に到達し, vに戻る閉路が存在するときである. これを (1, 3)-ケンペ鎖という.
さて, ここで v2を 4で塗りかえられるかどうかを考える. 前の議論と同様に, それができれば v

を 2で塗ることができ, Gの 5-彩色ができあがる. v2を 4で塗りかえられないのは, (2, 4)-ケンペ
鎖が存在するときのみであるが, v2と v4は (1, 3)-ケンペ鎖の内側と外側に含まれるので, (2, 4)-ケ
ンペ鎖は存在することができない. したがって, v2は 4で塗ることができ, Gの 5-彩色を構成する
ことができる.

グラフGが外平面的であるとは, Gをすべての頂点が外領域に接する同一の閉路に載っている
平面グラフとして, 平面に埋め込めることである. このように埋め込まれた平面グラフを外平面グ
ラフという. 外平面グラフGにおける外領域に接する閉路をGの境界という.

命題 5.8 任意の外平面グラフは 3-彩色可能である.

証明. 外平面グラフのある有限面が三角形でないとき, それに対角線を加えて, 三角形にできるの
で, 有限面がすべて三角形の外平面グラフGについて (これを極大外平面グラフという), 3-彩色可
能であることが証明できれば, もとの外平面グラフも 3-彩色可能であることがわかる.
まず, 極大外平面グラフ Gは, 境界上に指定した任意の辺 eに対して, eの端点以外に次数 2の

頂点を持つことを証明する: 頂点数 nに関する帰納法を用いる. n = 3のとき, 明らかに主張は成
り立つ. n ≥ 4のとき, Gは境界に含まれない辺 f をもつ. このとき, Gは f のみを共有する 2つ
の極大外平面グラフHとKに分解できる. 帰納法の仮定により, HとKは f の端点以外に次数 2
の頂点 vH と vK を持つ. Gにおいて, vH と vK は非隣接であるから, Gの境界上に任意に指定し
た辺 eに対して, eの端点以外の次数 2の頂点が存在する.

Gを n ≥ 3頂点の極大外平面グラフとする. n = 3のとき, 明らかに 3-彩色可能である. n ≥ 4
のとき, Gは次数 2の頂点 vを持つので, G′ = G − {v}を考える. G′も再び極大外平面グラフで
あるから, 帰納法の仮定により, G′は 3-彩色可能である. vにその 2つの近傍に現れてない色を塗
ることにより, Gの 3-彩色が得られる.

命題 5.8の系を用いて, 次の問題の解答を与える.

問題 5.9 (美術館問題) n角形の博物館がある. そこに監視カメラを置き, 防犯の対策を取りたい.
どんな (凸とは限らない)n角形の博物館でも, すべての場所を監視するには, 最低何台の監視カメ
ラを設置すればよいか.

注意. 当然, n角形のすべての角に監視カメラを置けば, 博物館の内部のどの場所も監視できる. 本
当に n個の監視カメラが必要な n角形の博物館が存在するのだろうか. 上の問題では, 任意の n角
形博物館を見張る監視カメラの最小台数を問題にしている.
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解答. 考える n角形に適当に対角線を追加すると, 外領域が n角形の極大外平面グラフGが得ら
れる. 命題 5.8により, Gは 3-彩色可能である. したがって, bn

3 c以下の同色の頂点が存在する. こ
れらの頂点の場所に監視カメラを置く. 博物館の内部の任意の場所はGのある三角形の中に含ま
れ, さらに, その三角形の境界にはすべての色の頂点が現れているから, 高々bn

3 c個の監視カメラ
で博物館全体を見張ることができる.
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上の 12角形の博物館において, 4つの黒頂点を置いた部分がある. 1台の監視カメラでこのうち
の 2つ以上を同時に監視することはできない. したがって, この 12角形の博物館を見張るために
は, 4台以上の監視カメラが必要である. この例により, 任意の n ≡ 0(mod 3)についての例が構成
できるであろう. ゆえに, bn

3 c台の監視カメラが必要な n角形博物館が存在し, 上の評価 bn
3 c が最

良であることを示せた.
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